Die erste Fundamentalform.
Der Flacheninhalt von beschrankten,
abgeschlossenen Gebieten.

Matthias Eulert, 7. Januar 2004, Universitat Gottingen

Fiir das Studium der geometrischen Eigenschaften einer regulidren Fliche S

ist die erste Fundamentalform von sehr grofer Bedeutung. Sie ist ein Aus-
druck dafiir, wie die Fliche das natiirliche innere Produkt des R? erbt, das
auf jeder Tangentialebene T),(S) der Fliche S ein inneres Produkt (, ), in-
duziert.
Geometrisch erlaubt uns die erste Fundamentalform, Messungen auf der Fla-
che durchzufiihren (Langen von Kurven, Winkel zwischen Tangentenvektoren,
Flicheninhalte von Gebieten), ohne uns auf den umgebenden Raum R3, in
dem die Fliche liegt, zu beziehen (vgl. hierzu [1] Kap. 2.5).

Die erste Fundamentalform

DEFINITION: Die durch die folgende Gleichung definierte quadratische Form I, auf ei-
ner Tangentialebene T},(S) der reguliiren Fliche S C R? heikt die erste Fundamentalform
von Sin p € S:

Ip 1 Tp(S) — Ry w = L(w) = (w,w), = lw|? > 0.

BEMERKUNG: Esist von Nutzen, die erste Fundamentalform in der zu einer Parame-
trisierung x(u, v) bei p € S assoziierten Basis {x,,X,} auszudriicken. Da ein Tangenten-
vektor w € T,(S) Tangentenvektor an eine parametrisierte Kurve a(t) = x(u(t),v(t)), t €
(—€,€), ist mit p = a(0) = x(ug, vo), erhdlt man
L) = (), /),
= (xuu 4+ xp0', Xyt + XU'U,>p
= (xu, Xu), ()7 +2 (X, xp), 0V + (X0, %), (V)

= E@)*+2Fuv + G2,

p

wobei die Werte der auftretenden Funktionen fiir ¢ = 0 berechnet werden, und

E(“Ova) = <Xu7 Xu>p7 F(UO,’U()) = <Xu7 Xv>p7 G(UO,Uo) = <X”U? X”>p
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die Koeffizienten der ersten Fundamentalform in der Basis {x,,x,} von T)(S) sind.

Wie bereits erwdhnt, kann man mit der Kenntnis von I metrische Fragen auf einer
reguliiren Fliche behandeln, ohne sich weiter auf den umgebenden Raum R? zu beziehen.
So ist die Bogenlange s einer parametrisierten Kurve o : (a,b) =: J C R — S durch

s(t):/o \o/(t)\dt:/o NiCon.

gegeben. Ist im Spezialfall a(t) = x(u(t),v(t)) in einer zur Parametrisierung x(u,v)
gehorenden Koordinatenumgebung enthalten, so konnten wir die Bogenldnge von «, z.B.
zwischen 0 und ¢, berechnen durch

s(t) = /Ot VE@W)? + 2Fu'v + G(v')2 dt.

Auch der Winkel 6, unter dem sich zwei parametrisierte regulire Kurven o :J — S,
B :J — S bei t =ty schneiden, ist gegeben durch

cosf = M
| o/ (to)| | B (to)|

Insbesondere ist der Winkel ¢ zwischen den Koordinatenkurven einer Parametrisie-
rung x(u, v)

(Xu, Xp)  F

[xul[%0]  VEG'

es folgt, dass die Koordinatenkurven einer Parametrisierung genau dann orthogonal sind,
wenn F'(u,v) = 0 ist fiir alle (u,v). Solch eine Parametrisierung heift orthogonale Para-
metrisierung.

coS p =

Der Flacheninhalt

DEFINITION: Es sei R C S ein beschrinktes abgeschlossenes Gebiet in einer regu-
liren Fliche, das in einer Koordinatenumgebung der Parametrisierung x : U C R? — S
enthalten ist. Die positive Zahl

AR) = // | Xy X Xy| dudv, Q= X_I(R),
Q
heillt Fldcheninhalt von R.

BEMERKUNG: Man stellt fest, dass |x, X Xo|* + (X4, Xo)% = |%u|® - | %y|?, weshalb
man den Integranden von A(R) als | x, X x,| = VEG — F? schreiben kann.
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